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Points critiques



Philosophie

La dynamique d’une application est determinée par
['orbites des points critiques




Ensemble de Julia rempli

Pour ¢ € C, on peut définir P.(z) = 2> + c et

Ke :={z € C | P](z) est limitée}

FIGURE2:Cc = 0.4+ 0.6i

FIGURE 1:¢c = —0.123 + 0.745i
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M = {c e C|K. est connexe}

et
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Ensemble de Mandelbrot

On peut définir

M ={c e C| K. est connexe}
={c e C | P}(0) est limitee}

et

H :={c € C| P. a une orbite attractive}
={c € C| P}(0) converge vers un cycle périodique}
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Applications holomorphes sont presque
revétements (il peut y avoir des ramifications...)
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Applications holomorphes sont presque
revétements (il peut y avoir des ramifications...)

- Solution usuelle : Enlever de la surface l'ensemble discret des
branchements

- Nouvelle solution : généraliser la notion de surface de Riemann
pour inclure ces branchements



Orbifold

Définition
Un Orbifold est un pair (X,v) ou

- X est une surface de Riemann

- v: X — NU{oo} est une fonction telle que {x € X | v(x) # 1} est
discret. Ces points sont appelés les points de branchement.



Orbifold

Définition
Un Orbifold est un pair (X,v) ou

- X est une surface de Riemann

- v: X — NU{oo} est une fonction telle que {x € X | v(x) # 1} est
discret. Ces points sont appelés les points de branchement.

Remarque. Ce n'est pas la définition usuelle de orbifold, mais c'est
équivalent a définition usuelle car Iso(C) = U(1) et las rotations sont
les seules sous groupes finis.



Exemple 1. Lorbifold (P!, v) définie par

)= {1, siz#0,00

00, Siz=0,00

est un orbifold associé au polindéme P(z) = Z2. Il représente la

surface C* avec la métrique p = %.
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Exemple 1. Lorbifold (P!, v) définie par

)= {1, siz#0,00

00, Siz=0,00

est un orbifold associé au polindéme P(z) = Z2. Il représente la
surface C* avec la métrique p = %. De plus,

Prp _ 2wlldwi/wP
p T ldwl/w]

Exemple 2. Uapplication o de Weierstrass est une revétement de
degré 2 du tore T dans C avec branchement (2,2,2,2).



Définition

Une application analytique f: (X,v) — (Y, u) est une application
holomorphe f: X — Y telle que u(f(x)) | v(X) - deg,(f) pour chaque
xeX



Définition

Une application analytique f: (X,v) — (Y, u) est une application
holomorphe f: X — Y telle que u(f(x)) | v(X) - deg,(f) pour chaque
xeX

Définition
Une application analytique f: (X,v) — (Y, ) est appelé revétement
si u(f(x)) = v(x) - deg,(f) et la fonction est localement propre.



Définition

Un revétement universel de (X,v) est un orbifold (X, ) avec un

—

revétement 7: (X,v) — (Y, n) tel que

(Y1)

Une surface est dit elliptique, parabolique ou hyperbolique quand
P!, C ou D est son revétement.
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Bons Orbifolds

Proposition

Tout orbifold a un revétement universel lisse sauf les deux suivantes :

- SiX="P'etv > 1en un unique point x avec 1 < v(x) < oo, oU
- SiX=P"etv > 1en deux points x et y avec v(x) # v(y).



Caractéristique d’Euler

Définition _
La caractéristique d’Euler d'une orbifold (X, v) est donnée par

M) =X+ 3 (555 -1)



Caractéristique d’Euler

Définition )
La caractéristique d'Euler d'une orbifold (X, v) est donnée par

M) =X+ 3 (555 -1)

Proposition _
Soit X une surface de Riemann compacte. Alors

- (X,v) estelliptique ssi x(X,v) >0
- (X,v) est parabolique ssi x(X,v) =0
- (X,v) est hyperbolique ssi x(X,v) < 0



Riemann-Hurwitz

Théoréme (Riemann-Hurwitz)
Sif: (X,v) — (Y, ) est un revetement de degré d, alors

X(X7 V) =d- X(Yvﬂ)'
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Riemann-Hurwitz

Théoréme (Riemann-Hurwitz)
Sif: (X,v) — (Y, ) est un revetement de degré d, alors

X(X7 V) =d- X(Yvﬂ)'

Application. Les orbifolds € avec branchements (n) et (n,m) pour
n # m sont mauvais.
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Applications de Thurston




Ensemble Post-critique

Définition
Soit f: P! — P! une application rationnelle. Alors

Pr=J UPr )

UJECf n>1

est sont ensemble post-critique.

On appelle f post-critiquement finie, ou application de Thurston, si
Py est fini.



Les applications de Thurston son bien étudiées.

Théoreme

Si f est une application de Thurston, alors tout cycle est ou
superattractive ou bien répulsive.
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Les applications de Thurston son bien étudiées.

Théoreme

Si f est une application de Thurston, alors tout cycle est ou
superattractive ou bien répulsive.

Théoreme

Si une application de Thurston n’a pas des cycles superattractive,
alors son ensemble de Julia est C.
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Orbifold d’'une application de Thurston

A chaque application de Thurston f: P' — P!, on peut associer une
orbifold (P', ) ou vf est la plus petite fonction telle que :

- vf(X) = oo si x est dans une cycle superattractive

cy(X) =1sin ¢ Pr

- ve(y) est un multiple de v¢(x) - deg,(f) pour tout x € f~'(y)



Orbifold d’'une application de Thurston

A chaque application de Thurston f: P' — P!, on peut associer une
orbifold (P', ) ou vf est la plus petite fonction telle que :

- vf(X) = oo si x est dans une cycle superattractive

cy(X) =1sin ¢ Pr

- ve(y) est un multiple de v¢(x) - deg,(f) pour tout x € f~'(y)
Exemple. Si f(x) = 22> — 1, alors l'orbite de 0 est
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donc ve(—1) = 2 = 14(1) et v(x) = 1 pour tout x # £1. De plus,
vf(00) = oo.



Orbifold d’'une application de Thurston

A chaque application de Thurston f: P' — P!, on peut associer une
orbifold (P', ) ou vf est la plus petite fonction telle que :

* vf(x) = oo si x est dans une cycle superattractive
s vi(x) =1sin ¢ Pr
- ve(y) est un multiple de v¢(x) - deg,(f) pour tout x € f~'(y)

Exemple. Si f(x) = 22> — 1, alors l'orbite de 0 est

0O=-T=21=21T—=1T— -

donc ve(—1) = 2 = 14(1) et v(x) = 1 pour tout x # £1. De plus,
vf(00) = oo.
Remarque. Cette orbifold est soit parabolique soit hyperbolique.



Revétements

L'orbifold associé a une application de Thurston f ne donne pas
généralement une application analytique. Bien, on a le contraire!
Théoréme

Soit (P', ) lorbifold associé a f et w: Sf — (P', v5) sont revétement.
Alorsily a g: Sy — Sy holomorphe telle que fowo g =, Clest a dire,

Sf 5 S¢
wl lﬂ
p L, pi

est commutative.



Consequences

Lemme (Orbifold Hyperbolique)
Si (P', vf) est hyperbolique, alors f est fortement expanseur dans Js

pour la métrique orbifold donnée par Sy.
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Consequences

Lemme (Orbifold Hyperbolique)
Si (P', vf) est hyperbolique, alors f est fortement expanseur dans Js

pour la métrique orbifold donnée par Sy.

Lemme (Orbifold Parabolique)
Si (P', v5) est parabolique, alors g(z) = az + f3, ou |a|? = degré de f.
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Théoreme de Thurston




Combinatoire des applications

@ La définition d’application de Thurston ne dépend que de la
topologie
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Combinatoire des applications

@ La définition d’application de Thurston ne dépend que de la
topologie

On peut étudier les pairs (F,Z) tels que F: S — S? est un revétement

ramifié de degré deg(F) > 2 qui préserve l'orientation et Pr C Z C S?
est un ensemble fini positivement invariant.
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Combinatoire des applications

@ La définition d’application de Thurston ne dépend que de la
topologie

On peut étudier les pairs (F,Z) tels que F: S — S? est un revétement
ramifié de degré deg(F) > 2 qui préserve l'orientation et Pr C Z C S?
est un ensemble fini positivement invariant.

On dit que (Fo, Zp) et (Fy,Z;) sont combinatoirement équivalents si il
y a un pair (p,%) tel que ¢, ¥: S — S? sont homéomorphismes tels
que

* p(20) = ¥(Z0) = Z4

- et ¢ sont isotopiques rel Zg

s Fioy=pokFy
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Théoreme de Thurston

On dit que (F,Z) a une obstruction de Thurston si F ne change pas
beaucoup l'indice des courbes environs deux ou plus points de Z.
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Théoreme de Thurston

On dit que (F,Z) a une obstruction de Thurston si F ne change pas
beaucoup l'indice des courbes environs deux ou plus points de Z.

Théoréme (Théoréme de Thurston marqué)
Soit F: S — S? un revétement ramifié de Thurston qui n’est pas

(2,2,2,2) et soit Z un ensemble fini positivement invariant tel que
PrCZC S%.Si (F,Z) n'a pas d’obstruction de Thurston, alors sa
classe d’équivalence combinatoire a un représentant rationnel,
unique a isomorphisme pres.
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Polynome de Geyer. Un polynome est dit de Geyer si :

- Ses coefficients sont réels

- Ses points critiques sont simples

- Ily a au plus un point critique réel

- P(c) = ¢ pour chaque point critique ¢

22



Polynome de Geyer. Un polynome est dit de Geyer si :

- Ses coefficients sont réels

- Ses points critiques sont simples

- Ily a au plus un point critique réel

- P(c) = ¢ pour chaque point critique ¢

Théoréeme

Pour chaque d > 2, il y a un polynéme de Geyer P de degré d.
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